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Scopul acestei rubrici este acela de a comenta diferitele rezultate aparute in
paginile Gazetei matematice, cu scopul de a evidentia noi consecinte $i noi
conexiuni, de a prezenta demonstratii mult mai scurte, de a discuta aspectele de
prioritate etc. Cititorii dornici de a contribui la aceastd rubrica ma pot contacta fie
pe adresa Universitatii din Craiova, fie prin e-mail, la adresa tempus @oltenia.ro

Inegalititile lui Landau
Un interesant articol al domnului T. Trif [15] aduce in atentia cititorilor
Gazetei matematice urmatorul rezultat din analiza matematicd, pentru care indica
o abordare elementara:
Teorema. Fie f: R — R o functie marginita, de n ori derivabila, cu proprietatea
ca derivata sa de ordinul n este lipschitziana, adica exista o constanta L > 0 asa
incdt

(Lip) If™(x)=f™(y)IKLIx =yl pentru orice x,y € R.

Atunci toate derivatele intermediare t’, ..., £ ™ sunt marginite. In plus,

k(n+1-k) —
(D) sup TP (x)I€2 2 (suplf(x)l) Lo+

xeR xeR

pentru orice k € {1,....,n}.

Unele comentarii bibliografice (omise in articolul citat mai sus) sunt
necesare. Astfel, acest rezultat se Tncadreaza 1n asa numita teorie a inegalitatilor
lui Landau, care se poate rezuma in faptul ca daca o functie si derivata sa de un
anumit ordin sunt “mici”’, atunci si derivatele intermediare sunt “mici’.
Investigatia acestor inegalitati a fost initiata de E. Landau [9] care a demonstrat
cidacal=R,saul =R, sif:I— R este o functie de doua ori derivabila, cu
proprietatea ca ea $i derivata sa de ordinul doi sunt marginite, atunci §i prima
derivata este marginita §i are loc relatia
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(L) sup [ £'(x) I C_ (1) (suplf(x) I) (suplf”(x) I) :

xel xel xel

cea mai buna constantd C_(I) verifica C_(R) = \/5 siC_(R,)=2.
in 1932, G. H. Hardy si J. E. Littlewood [6] au demonstrat o inegalitate
asemanatoare, in care conditia de marginire era inlocuitd cu apartenenta la spatiul

L*(I), al functiilor de patrat integrabil (in sensul lui Lebesgue); in cazul

functiilor continue f: I — R, apartenenta la spatiul L*(I) inseamni ci

Ifi,= (sz(x) ) <o
Ei au obtinut pentru (L) urmatorul analog:
(H&L) 71, < C, I 712,

unde cea mai buna constanta C,(I)verificd C,(R)=1 si C2(R+)=\/§. In
1935, G. H. Hardy, E. Landau si J. E. Littlewood [7], au extins (H&L) pentru
toate spatiile L°(I) cu 1S p <eo.,

’ 1/2 7 1/2
(HLL) HE7 1, Co DY 72,

demonstrand ca CP(R) < 2. Se poate ardta ca de fapt CP(R) < \/5 . Vezi [5].

In 1939, A. N. Kolmogorov [1] a demonstrat extensia inegalititilor (L) la
cazul functiilor de n+1 ori derivabile,

k/(n+l) 1-k /(n+1)
(K) sup | £ (x) 1< C_ (n,k,I) (sup I f(x) I) (sup | £ (x) I)

xel xel xel

indicand si cele mai bune constante C_(n,k,I) pentru ke {1,....,n} si/=R,saul
= R, . Si inegalitatile (HLL) se pot generaliza la cazul functiilor de n+1 ori
derivabile, dar nu se cunosc valorile celor mai bune constante.

Dacid o functie f: I — R este de n+1 ori derivabild si |f™*"(x)IKL
pentru orice xel, atunci conform teoremei -cresterilor finite, f™  este
lipschitziana si verifica inegalitatea (Lip). Prin urmare, teorema citatd mai sus
apare ca o imbunatdtire a inegalitdtilor (K) ale lui Kolmogorov, cerand functiei

“mai putind netezime”. In aceastd forma, ea a fost demonstratd pentru prima data
de Z. Ditzian [3].



Ideea extinderii unor rezultate de analizdA matematicd prin inlocuirea
cerintei ca  “f : I — R sd aibd derivatd marginitd” cu aceea ca “f sd fie
lipschitziand” este insd mult mai veche. Dar, asa cum a fost observat incd de H.
Rademacher, o functie lipschitziand nu poate fi foarte nederivabila. In fapt, ea
este derivabila aproape peste tot! Vezi [14].

Toata discutia de mai sus a privit cu precadere functiile definite pe R sau
R, si operatorul de derivare. Inegalititile lui Landau au fost extinse si la alte

intervale (vezi de exemplu [1]) si pentru alti operatori (vezi [2], [3], [5], [11],
[12]), ele constituind si in prezent un subiect peren de investigatie stiintifica.
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