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Scopul acestei rubrici este acela de a comenta diferitele rezultate apărute în 
paginile Gazetei matematice, cu scopul de a evidenţia noi consecinţe şi noi 
conexiuni, de a prezenta demonstraţii mult mai scurte,  de a discuta aspectele de 
prioritate etc. Cititorii dornici de a contribui la această rubrică mă pot contacta fie 
pe adresa Universităţii din Craiova, fie prin e-mail, la adresa tempus@oltenia.ro 
 
 

Inegalităţile lui Landau 
 
 Un interesant articol al domnului T. Trif [15] aduce în atenţia cititorilor 
Gazetei matematice următorul rezultat din analiza matematică, pentru care indică 
o abordare elementară: 
  
Teoremă. Fie f : R → R o funcţie mărginită, de n ori derivabilă, cu proprietatea 
că derivata sa de ordinul n este lipschitziană, adică există o constantă L > 0 aşa 
încât  

 

(Lip)                 |yx|L|)y(f)x(f| )n()n( −−−−≤≤≤≤−−−−   pentru orice x,y ∈ R. 

 

Atunci toate derivatele intermediare )n(f...,,f ′′′′  sunt mărginite. În plus, 
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pentru orice k ∈ {1,…,n}. 
 Unele comentarii bibliografice (omise în articolul citat mai sus) sunt 
necesare. Astfel, acest rezultat se încadrează în aşa numita teorie a inegalităţilor 
lui Landau, care se poate rezuma în faptul că dacă o funcţie şi derivata sa de un 
anumit ordin sunt “mici”, atunci şi derivatele intermediare sunt “mici”. 
Investigaţia acestor inegalităţi a fost iniţiată de E. Landau [9] care a demonstrat 
că dacă I = R, sau I = R ++++

 şi f : I → R este o funcţie de două ori derivabilă, cu 
proprietatea că ea şi derivata sa de ordinul doi sunt mărginite, atunci şi prima 
derivată este mărginită şi are loc relaţia 
 

                                                           
1 Articol publicat în Gazeta matematică, revistă de cultură matematică pentru 
tineret, CVI, nr. 2/2001, pp. 64-66. 
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cea mai bună constantă )I(C∞∞∞∞
verifică 2)R(C ====∞∞∞∞

 şi 2)R(C ====++++∞∞∞∞
. 

 În 1932, G. H. Hardy şi J. E. Littlewood [6] au demonstrat o inegalitate 
asemănătoare, în care condiţia de mărginire era înlocuită cu apartenenţa la spaţiul 

)I(L2 , al funcţiilor de pătrat integrabil (în sensul lui Lebesgue); în cazul 

funcţiilor continue f : I → R, apartenenţa la spaţiul )I(L2  înseamnă că 
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 Ei au obţinut pentru (L) următorul analog: 
 
(H&L)                             2/1

2
2/1

222 ||f||||f||)I(C||f|| ′′′′′′′′⋅⋅⋅⋅≤≤≤≤′′′′  , 
 

unde cea mai bună constantă )I(C2 verifică 1)R(C2 ====  şi 2)R(C2 ====++++
. În 

1935, G. H. Hardy, E. Landau şi J. E. Littlewood [7], au extins (H&L) pentru 
toate spaţiile )I(Lp  cu .p1 ∞∞∞∞<<<<≤≤≤≤ , 
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demonstrând că 2)R(Cp ≤≤≤≤ . Se poate arăta că de fapt 2)R(Cp ≤≤≤≤ . Vezi [5]. 

În 1939, A. N. Kolmogorov [1] a demonstrat extensia inegalităţilor (L) la 
cazul funcţiilor de n+1 ori derivabile, 
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indicând şi cele mai bune constante )I,k,n(C∞∞∞∞

 pentru k∈ {1,…,n} şi I = R, sau I 

= R ++++
. Şi inegalităţile (HLL) se pot generaliza la cazul funcţiilor de n+1 ori 

derivabile, dar nu se cunosc valorile celor mai bune constante. 
 Dacă o funcţie f : I → R este de n+1 ori derivabilă şi L|)x(f| )1n( ≤≤≤≤

++++  

pentru orice x∈I, atunci conform teoremei creşterilor finite, )n(f  este 
lipschitziană şi verifică inegalitatea (Lip). Prin urmare, teorema citată mai sus 
apare ca o îmbunătăţire a inegalităţilor (K) ale lui Kolmogorov, cerând funcţiei 
“mai puţină netezime”. În această formă, ea a fost demonstrată pentru prima dată 
de Z. Ditzian [3].  
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Ideea extinderii unor rezultate de analiză matematică prin înlocuirea 
cerinţei ca   “f : I → R să aibă derivată mărginită” cu aceea ca “f să fie 
lipschitziană” este însă mult mai veche. Dar, aşa cum a fost observat încă de H. 
Rademacher, o funcţie lipschitziană nu poate fi foarte nederivabilă. În fapt, ea 
este derivabilă aproape peste tot! Vezi  [14]. 

Toată discuţia de mai sus a privit cu precădere funcţiile definite pe R sau 
R ++++

 şi operatorul de derivare. Inegalităţile lui Landau au fost extinse şi la alte 
intervale (vezi de exemplu [1]) şi pentru alţi operatori (vezi [2], [3], [5], [11], 
[12]), ele constituind şi în prezent un subiect peren de investigaţie ştiinţifică. 
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